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El planteamiento general del problema termoelástico nos conduce a: 
- Unas tensiones fii¡ que deben verificar las tres ecuaciones del movimie!2 
to: 
[r1 ( r.-1 fK"J) t.: + J, F~; ~S. ll.- k= i. ¿, ~ 
- Unas deformaciones e~ y unos desplazamientos U¡ relacionados de -
la ·forma: 
~ e '1 = í{ ;/ / + ¿ 1 ¡ +- u, .. : U M .1 / 
Si los desplazamientos.son pequeños 2 ev -:: U~/ f ~~~ ~· 
- Una ley de comportamiento, que relaciona tensiones y deformaciones de la 
{)vr 
forma: ~; ::. 0~ 
W es el potencial elástico por unidad de volumen del cuerpo no deformado, 
referido a un estado de referencia en el que el sólido se encuentra a una --
temperatura uniforme T 
0 
y 1 ibre de tensiones. 
Los desplazamientos y deformaciones son referidos a este estado, en el que 
se toma como cero, el valor del potencial interno W 
-Una ecuación de conducción de calor que se puede escribir 
T: 
fl= 
T ('() 9 
r;e 
~ 1/ : f J.-a r/ T -= 
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-La ecuación constitutiva 
son funciones escalares dependientes de T,~ 
Y ~e 
-Parasólidosisótropos W =W( 1
1
, 12 , 13 , T) 11, 12,1 3 sonlosinvaria!:!_ 
tes del tensor e ..• 
IJ 
El potencial interno se puede expresar por medio del polinomio 
\f = ,.,I, .. ,r, + t. ~ (Ay L· I¡ +By I¡ r¡ + •.• ) 
f) 
Considerando 
-En régimen elastico, al existir una relación lineal entre 'V y e'/ , el 
potencial interno debe adoptar la forma 
1.r r_ ( J T 1 z l J+.., 1 .J I f)) 
\N = lT 2 Il. f -- 1 - --- "' L 
l-l J J- 2. v 
+ 1 ((}) 
del que se deducen la correspondiente ley de Hooke 
-La ecuación de conducción de calor es basicamente no lineal. Sin embargo si: 
El incremento de temperatura f) es pequeño, es aceptable reemplazar el --
factor T, por T 
o 
Despreciamos en la expresión de W los términos de grado superior a 
Considerando como ecuación constitutiva la ley de lineal de Fourier 
~¡::-k~~· 
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la ecuación de conducción de calor transformada es lineal 
5 calor producido por unidad de volumen y unidad de 
tiempo. 
c= calor específico 
= densidad cuerpo no deformado 
la ecuación de conducción de calor queda 
2 1-2.J 
k = conductividad térmica 
e( =coeficiente de dilatación 
V = módulo Poisson 
Si los cambios de temperatura en el tiempo son lentos es posible despreciar 
los efectos de intercia, y en ese caso el último término de la ecuación que-




Como conclusión, el problema termoelástico general, admite una formulación 
lineal y desacoplada, si : 
Las deformaciones son pequeñas 
Los incrementos de temperatura son pequeños 
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Las variaciones de temperatura son lentas. 
En estos casos el proceso de resolución será 
1) Determinar el cam~o de temperaturas (j:: ~ {x/ f, ~/ 1 resolviendo la ecuación 
= 
que en el caso estacionario sin focos de calor se convierte en 
'\)~() = o 
2) Conocido el campo de temperaturas, la hipótesis establecidas permiten enfocar 
la resolución del problema, determinación de tensiones y deformaciones, en el 
marco de comportamiento lineal. Este hecho conduce 
t. =fuerzas de superficie 
1 
x. = Fuerzas de volumen 
1 
U¡ - U¡ 
r;¡ = r¡' -t & 7 
t ~ ::: t,. + { {j n; 
' 





n. = normal exterior contorno 
1 
E =Módulo Young 
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de forma inmediata a la analogía de Duhamei-Nenmann que permite transformar 
la resolución del problema termoelástico en un problema elástico clásico, con 
fuerzas de volumen y fuerzas de superficie. 
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2. - E 1 método de 1 os elementos de contorno 
En general, la resolución por vía analítica del sistema de ecuaciones difere!2 
ciales que gobierna el problema elastico 1 ineal, presenta grandes dificultades 
obligando al empleo de métodos aproximados, entre los que se encuentra el m~ 
todo de los elementos de contorno. 
En la teoría 1 ineal de la elasticidad se demuestra el 2º teorema de--
Betti cuya expresión es: 
J 5 t J x! ut J v 
D 
= ) t ¡' t/ ) 5 + 1 X;' 14 f J V 
1)() 
fl : dominio o cuerpo 
'()_D superficie exterior o contorno 
¡J,·i. 
111. Desplazamien.tos correspondientes a unas tensiones sobre el contorno 
1 1 
t. , y unas fuerzas de volumen x. 
1 1 
z 
lA.¡ Desplazamientos correspondientes a unas tensiones sobre el contorno 
2 2 




Conjunto 1: sistema real de cargas y desplazamientos 
Conjunto 2: sistema virtual consistente en una carga puntual unidad, en el punto 
(x) del espacio o medio infinito, y unos desplazamientos y tensiones 
determinadas por la teoría de la elasticidad (Problema Kelvin) 
Carga: 
lJ {X) es función Oirac j ¡rrJ t1 (x} dv IY) 
o 
¡rx) 
e¡ cosenos directores dirección de la carga puntual. 
Oespl azami en tos 
Tensiones 
t; {y) 
(x) punto del espa~io o medio donde se aplica la carga puntual. 
(y) punto del espacio o medio., cualquiera. 
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U.. (x, y) Función de influencia conocida. Desplazamiento del punto (y) en 
JI 
dirección i, cuando en (x) actúa la carga unidad en dirección j. 
T.. (x, y): Función de influencia conocida. Tensión en el punto (y) en 
J 1 
dirección i , cuando en (x) actúa la carga unidad en dirección j. 
Y ahora aplicamos la expresión del 2º teorema de Betti, quedará: 
j t/ u: d5 -1-J x/ 11/ d v = j r; u! d s + ll; ( %) e.-
í¡)/) o 'i)f) 
Considerando que la dirección de la carga puntual coincide con un eje coorde-
nado j, se obtiene la identidad de Somigliana. 
que para j = 1, 2, 3 se desdobla en tres ecuaciones, que expresan las compQ 
nentes del desplazamiento en (x) en función de dos integrales sobre el contorno 
y una sobre el dominio que desaparece al ser las fuerzas de volumen x! des-
1 
preciables en la mayor parte de los casos,pero exige el conocimiento de los 
seis valores·, tensiones t. y desplazamientos U. en todo punto del contorno 
1 1 
Los problemas elasticos plantean como datos tres de el·los y su resolución impll 
ca la determinación de los tres restantes. 
El método de los elementos de contorno podría desglosarse en las siguientes et'!_ 
pas: 
1) Aplicar la identidad de Somigliana de forma que la solución fundamental (Kelvin) 
este aplicada en los puntos (x) del contorno del sol ido. 
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t;¡ C•!l.l;C•I+)T¡¡(x,y) ¡.¡) (yJJS = j U1¡(x,y) t/tv)J5 
0~ 1b 
Las singularidades que se producen y son función de la forma de la superficie 
en el punto (x), se reflejan en la ecuación a través de C .. 
IJ 
2) Resolución de la ecuación integral anterior numericamence. Para ello es pre-
ciso: 
- Discretizar la superficie en N elementos de contorno de variación 
de tipo (opcional) constante, lineal, parabólico .•.. u otros. 
Cada elemento, particularizada la superficie en los puntos requeri-
dos (nudos) por el tipo de variación, se genera por medio de funcio-
nes de interpolación llamadas funciones de forma. 
-Asumir variación de tipo (opcional) constante, lineal, parabólico u 
otros, para las tensiones t. y desplazamientos U. sobre cada ele--
' 1 
mento de contorno, de forma que particularizadas (os) en los puntos 
(nodos) requeridos por el tipo de variación , tensiones y desplazamie!l 
tos queden determinados sobre el elemento por medio de las correspon-
dientes funciones de interpolación o forma. 
-Considerar la identidad de Somigliana, cuando la solución fundamen-
tal (kelvin) esté aplicada en los n nodos (x) existentes en el contor-
no. 
JI 
C.'I('I()M./ (K) f- z. 
lí=' 
K : identifica los elementos del contorno 
Y k: puntos del elemento de contorno K 
334 
U. (k) : Desplazamiento elemento K 
1 tk" Llr ""' LK 
t-l; l'r) = ~ ll¿ + ~ l(¡ 1- ... + ''f'¿ U.¡ 
(k) : Tensiones elemento K L*" 
, t: lk) ::- r¡l r:lr + ~ t/r + • • • + ~ ( 
?1 ) r}l J •• , / ~'- funciones de forma 
ikl 2~ .• 0 / tk nodos en elemento K 
Al aplicar la solución fundamental en los n nodos, la identidad de 
Somigliana (j = 1, 2, 3) da lugar a un sistema de .3 n ecuaciones. 
En cada ecuación existen 6 n variables: Los valores de U. y t. en 
1 1 
los n nodos. 
Por corresponder 3 n de las variables a los datos, nos encontramos -
ante un sistema de 3n ecuaciones, con 3 n incognitas que resuelto de-
termina los valores desconocidos en los nodos del contorno. 
3) Determinación tensiones TJ".. Y desplazamientos U_
1 
en cualquier punto del 
IJ 
sólido. 
-Conocidos los valores U. y t. en el contorno es posible aplicar la solución 
1 1 
fundamental en cualquier punto interior (x) 
La identidad de Somigl iana conduce directamente a los movimientos L'. 
1 
j},- (~y .. J ll,.C.l1 as.-= E h,¡{.l;-r..J {¡(k) Js .. 
íí)n" /JIJ" 
N 




-Las ecua~ iones de Lamé íJ = ) ítt~f 0 + (,. {U~ 1 .¡. ~~ / ) 
expresan las tensiones en función de los desplazamientos, por lo que es posi-· 
ble reducir el cálculo de éstas a una integración sobre el contorno, que se --
realiza discretizando de manera similar. 
3.- Aplicación del método de los elementos de contorno en el caso termoelástico 
estacionario. 
-Se ha visto como la analogía de Duhamei-Neuman conduce a la resolución de ur 
problema elástico clásico con los datos 
Fuerzas volumen 
Fuerzas de superficie 
Además en caso estacionario 
-Se ha visto el método de los elementos de contorno, para el caso en que X¡= O 
-Es necesario en este caso, transformar la integral sobre el dominio 
~ xf Lf¡.- Jv 
D 
en una integral sobre el contorno. Esto será posible siempre que X 
1 
se considerará 
-~ X· ( 
"" U.· 1 (solución fundamental) 
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I :: JJ., v ( 1 it•)dv _( f )iv tl•)v ) rf :Z": ñ' ds-J f1 Av u• J V 
D J.b Jt>L) D 
.. 
la teoria de la elasticidad indica que la solución U,¡ del problema, carga--
puntual en medio infinito (Kelvin~ puede expresarse por medio del vector de--
Galeskin en la forma l ~ ~ 
-;l!f v"lr:--- ,~J¡v(:,. 
U :: 2(/-V} 
Empleando la igualdad 
~~.., --:> ~ 
1(0f Rof {,. = Í¡,.;J rk'v (;. 
La solución fundamental se expresa en la forma 
;. = {-2J ~~ )iv 7:- ftf K7f?: 
2 (1- v) 
Tomando la divergencia en ambos miembros 
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El vector de Galeskin es 
1 
r : es la distancia de cualquier punto (y) del medio infinito a el punto (x) de --
aplicación de la carga puntual . 
., 
e: vector unitario dirección carga puntual 
Por tanto 
J. u~ K f"7 l , • l ~-lv J ( 1 Hl J r ~ : 'V "l. J./ v V :: 'V "l.Jl 
tik' V :: v V1l V f? 7JF { 1- 11) 
La integral sobre el dominio quedará 
Recordando el segundo Teorema de Green 
Obtendremos 
_ ( ~ ;¡ 1 Jt J v :: ( n ~~ ~ 5 -J }1 ~ ~ d 5 - j Jl V z¡ J V 
Jo ~1.> r;JD fJ 
y siempre que 'V?.~= Ka 
( 1/. V'_@) V = .ÍÓ J.l:v w ./v -
Jo 1J 
la integral 1, finalmente quedará 
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Aplicable a los casos siguientes: 
Peso propio 
,¡, -_ ~ f' wtr- 'l. Fuerza centrífuga lP , J 
Termoelasticidad ~ = -r tJ 
La identidad Somigl iana se establee ió, para soluciones fundamentales orien-
tadas, 
según la dirección coordenada j (j = 1, 2, 3). 
Por tanto 
Como consecuencia de todo lo expuesto la formulación del método para ·el caso 
termoelástico estacionario, con peso propio, fuerza centrífuga, y fuerzas ex-
teriores será •. 
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1) Identidad Somigliana 
u.¡t~J = 1 (t .. trj f{ lln.) ~i J 5 _ J TI'"(~, y) 11.¡ ('t} 4 5 + 
jO ~ j ~U¡, (,,y) n; J 5 + J- (.¡-~;) ~~ (x, y) 11; J.S + 
oD {)~ 
1~~ (X,y) ( (é¡ -{ ~¡) n,o viS -
( (11-¡e) ~¡ Ltr) 11/ )5 
J~o 
jV(~,rJ n¡ f/;u u/5 
?0 
que fina 1 mente queda 
~A¡CxJ ~ J [t,· +IJ u1, ds -1 u; l¡t" ds 
~o o 
+ J~ e~; -¡~J n: ds -irl-¡19 J ~¡ j¡¡ .ls 
/PJJ -t 
- {J_:, J Vn¡ ds 
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2) Proceder de forma idéntica a la indicada en la explicación del método. 
La Única diferencia consistirá en que en la identidad de Somigl iana --
existirán términos adicionales. 
4.- Implementación de un programa para la resolución de problemas termoelásticos 
estacionarios. 
Como aplicación de las ideas anteriores, se ha desarrollado un programa de or-
denador para resolver problemas termoelásticos estacionarios, por el método--
de los elementos de contorno. 
Se ha discretizado el contorno en elementos planos triangulares, y se han asu-
mido variaciones constantes de las tensiones y desplazamientos sobre cada ele-
mento, tomándose como nodos los baricentros de cada triángulo. 
En consecuencia e:,; = o -\ j ( ::: 1, l, 3, ¡~ 1' l' 3. 
{/j ::: 1 ¿, :::¡ 2 
si no se consideran las fuerzas de peso propio y centrífugas el tratamiento num~ 
rico en el contorno conduce a la ecuación 
cuando la solución fundamental se aplica en el punto (L) baricentro del elemento L. 
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En este caso el número N de elementos, coincide con el número n de nodos. 
Al situarse la solución fundamental en los N baricentros ( L .:: 1,2/ • '/'Al} 
se obtiene el sistema de 3 N ecuaciones 
N fV L-t U( J 
l u (L) ~-f 4L; &f: (kJ = >_ sít' t: t~r) + { ¿ [ ~é 9tr7 ~/ n¡ 
'- 'J . /'\~; J lf:, , K.-= r 
¡-={,2,3 
L ~ 1, z, · .. , N 
El número de variables U. (K), t. (K) K= 1, 2 •••• N es 6 N. La mitad son in-
' 1 
traducidas como datos del problema y resolviendo a continuación el sistema de 
ecuaciones quedan determinados los valores de las variables restantes. 
El valor de las constantes 
Ll( LJ¡-
\ 
i 2 -3 l4/ 1 B. 1 L,2, 3 :: 1 1 11 Lr,- N 1( = L, l./ ..• ,.. N Ur [J. L :: 1, (, ... C/ / 1' 
se obtiene efectuando la integración sobre los elementos por el método numérico 
de Gauss, a excepción de aquellos casos en que la integración se esté realizan-
do sobre el elemento, en cuyo baricentro esté aplicada la carga puntual o solu--
ción fundamental. En estos casos (L = K) las funciones de influencia T .. , U .. , 
J 1 J 1 
W, . W, .. tienden a valores infinitos en las proximidades del baricentro, y es 
J JI 
necesario recurrir a medios analíticos para su integración. 
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